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     波の進行方向 
 気体の密度の振動 
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5.2 波を表現する ― 波動方程式―  
長い一様な弦を伝わる横波を例に取って波動のメカニズムを考えよう．弦は一定
の張力で張られているものとし，ここで考える振動の振幅は波長に較べて十分に小さい
ものとする．図 5.2.1 は縦軸y を弦の変位方向とし，横軸 x を弦の長さ方向として，
弦の運動を考えるために変位を拡大して描いたものである． 
弦の張力を T とし，  x = xから  x = x + ∆xまでの弦の微少部分に作用する力を F と
する．張力は弦の接線方向に作用する．そこでこの微少部分の両端での張力と x 軸との
間の角度を図のようにそれぞれθ(x)，θ(x+∆x)とすると，Fの x，y成分は 
)(cos)(cos xTxxTFx θθ −∆+=                         (5.2.1) 
)(sin)(sin xTxxTFy θθ −∆+=                         (5.2.2) 
で与えられる．ここでは十分小さい振幅を考えるので Fyは十分によい近似で 













=                           (5.2.4) 










一般に関数 )(xf は任意の点  x = ′ x の周りで 
  
f (x ) = f
( n) ( ′ x )
n!n=0
∞∑ (x − ′ x )n                            (5.2.5) 
のように級数に展開できる．ここで f(n)は関数 f の n 次の微係数である．これをテーラ
ー級数展開(Taylor’s series expansion)という． x を x+∆x，x’を x とおけば(5.2.5)式
を 
  
f (x + ∆x) = f
(n) (x )
n!n=0
∞∑ (∆x)n   
  






(∆x)2 + .....+ 1
n!
d n f (x )
dx n




に，微小部分の両端に加わる力の微小な差であるから， ∆x の 1 次まで考えれば十分で
あり，2 次以上の項は省略してよい．したがって cosθ(x+∆x)と(∂y/∂x)x+∆x のテーラー
展開を∆xの1次まで取ることにより 























∂ t 2 = T∆x
∂2 y






∂ t2 = T
∂2 y
∂ x2                                     (5.2.9) 
となる．ここで 






∂ t 2 =
∂2 y







 (5.2.11)式の波動方程式の一般解は， f(z)と g(z)を任意の関数として 
  y = f (x −ct ) + g(x + ct )                              (5.3.1) 
で与えられる．図 5.1.1(a)に示したように波 f(x-ct) の任意の一点 f(z1)に目を止めてそ
の動きを追うと，位置 x = z1 + ctは時間 tとともに速度 cで x軸上を右方向に進む．ま
た波 g(x+ct) の一点 g(z2)の位置は x = z2 – ctであるから，速度 cで左方向に進む．すな
わち f(x− ct) とg(x + ct)はそれぞれ x軸上を右方向と左方向に動いていく波を表してい
る． 
一般解(5.3.1)式からさらに次のことがいえる． 
(1) ある地点   x = x0  で観測される波 f(x0− ct)の時間変化は時間を固定し，空間軸を負
に反転した空間変化と同じ形を持ち，波 g(x0 + ct)は空間変化と同じ形で時間変化する．
















1 ππ+=                                   (5.4.1) 
の曲線である．また図5.4.1(b)と5.4.1(c)は 
(a)                      (b)                    (c) 
1=m                   5=m                      10=m  
図5.4.1 (5.4.2)式により計算したyの曲線 


































π                          (5.4.2) 





















            (5.4.3)   
として無限級数に展開することができる．ここで  
∫−= 2/ 2/0 )(2 ll dxxfla                                   (5.4.4.a) 
∫−= 2/ 2/ 2cos)(2 llm dxl xmxfla π  ， ⋅⋅⋅= ,2 ,1m             (5.4.4.b) 















1λλ = である． 





基本波の周波数をν 1 として，高調波の周波数は 1νν m= である．波長と周波数は速度 c
との間に 









∫∞∞− ++= ζζζζζ dxbxaaxf }sin)(cos)({2)( 0                (5.5.1) 
と書ける．ここでは厳密な意味での基本波は存在せず，いろいろな周期の正弦波と余弦
波の連続的な重ね合わせになっている．  a(ζ ),  b(ζ )を  f (x )のフーリエ変換と呼び，  
図 5.4.3 リコーダの音のオシロスコープ波形(a)と，フーリエ級数









∫∞∞−= xdxxfa ζπζ cos)(21)(                              (5.5.2a) 
∫∞∞−= xdxxfb ζπζ sin)(21)(                              (5.5.2b) 
である．フーリエ変換論は変数  xが空間であれ時間であれ，観測している  f (x )を周期関
数の一部とみなし，その周期が現実の空間または時間の範囲よりも十分大きいとする考
えに根ざしている．したがって a0は 





















== ∫−                 (5.5.4.b) 

































の曲線を図 5.5.2 に示す. 単一の矩形パルス 
には z = 0を中心にして-∞ から+∞ までのz成分が連続して振動的に含まれることが分 
かる．このように多くの成分が含まれるのは，垂直に立ち上がり，かつ垂直に落ちるパ
ルスを取り扱ったためである．実際の波動ではそのように垂直に変化することはほとん




















∫∫ ∞∞− ′−∞∞− ′′= xdxfdxf xx )(ee21)(  i i ζζ ζπ                (5.6.1) 
と表すことができ，このときフーリエ変換は 
∫∞∞− −= dxxfs x ie)(21)( ζπζ ,  ∞<<∞− ζ              (5.6.2) 
で与えられる．また反転公式は 
∫∞∞−= ζζ ζ dsxf x ie)()(  ,   ∞<<∞− x               (5.6.3) 
である． 
正弦波または余弦波の波長をλ としてζ  を 
ζ = 2πλ                                            (5.6.4)  










= a(ζ )010∫ cos(ζx)dζ  
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と置けば x  ie ζ  は複素空間での正弦波または余弦波を表している．波動の変数は x ± c t
なので，1つの波動を wとし，その振幅を1，(x, t) = (0, 0)での位相をδとすると 
δωζ i)     (ie +±= txw                                    (5.6.5) 
と表される．ここで  ω = c ζ である． 第 1 章でも述べたが，ζ を 3 次元ベクトルとし，
図 5.6.1 のようにr を通ってζ に垂直な平面とζ 軸との交点をPとして，原点 O から P
までの長さをpとすると 
ζ · r = ζ p                                          (5.6.6) 
が成り立つ．(5.6.5)式の波を 3 次元空間に拡張するにはζ 方向をx軸にしたものとみな
せばよい．重要なのはこの波動ではr が ζ に垂直な平面内にあればどこでも同じ位相
を持っていることである．このような波動を平面波という．なお，波動を表すときには
ζ の代わりに波動の進む方向の単位ベクトルを ekとして 
kkk eek λ





図5.6.1 ベクトル ζ に垂直な平面上の位置ベクトル 
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**************************************************************** 
波動と不確定性原理 図 5.5.2 のフーリエ変換で z ≈±1.8 ≈±π/2 で sinz/z 





|∆x∆k | ≈ 2π                                   (5.6.8)
のように一定である．変数を tとω に変えた単一矩形パルスでも同様に 
πω 2     ≈∆∆t                                       (5.6.9) 
が成り立つことが明らかである.  
量子力学によれば，1 つの量子の運動量 p とエネルギー U はそれぞれ
kp h= , ωh=U で与えられるが， x と p または t と U を同時に観測し
ようとすると必ず誤差が生じるという．これを不確定性原理といい，それぞ
れの誤差の積について 
 h    ≥∆∆ px  ， h    ≥∆∆ Ut                     (5.6.10) 















SlKF ∆−=  ，                                    (5.7.1) 
左端面で 
l







ずれる．この波動を表現するために，静止位置からの変位を u(x)として，図 5.7.2 のよ



























































duKSxxxxF xxxxx ])()[()}(T)(T{)( 11 =∆+= −=+∆+=  
xS
dx
udK xx ∆≅ = 1)( 2
2
                            (5.7.5)   
である．x に対して 2 次の成分のu の変化によって正味の復元力が生じることが分かる. 



































∂          (5.7.8) 
と書き換えると分かるように，音速は 
ρ
Kc =              (5.7.9) 
に等しい． ω は 
kKck   ρω ==         (5.7.10) 






に，波動のω を kの関数で表した関係式を分散関係という． 
ここまで縦波音波を考えてきたが，図 5.7.4 のように波動の進行方向に対して媒
質が垂直に変位する音波もある．それが横波音波である．この場合も波動方程式はやは
り(5.7.7)式で表される. しかし図 5.7.4 にT で示すよう ，横波音波では応力は k に
垂直な断面内で変位の方向に働いている. これを剪断応力またはずれ応力という．当然
剪断応力は縦波音波に対する伸縮応力とは異なる強さを持つので同じ物体でも作用する
弾性率 Kの値が異なり, したがって速度cも縦波音波と横波音波は異なる値を持つ. 
ひずみと応力はどちらもテンソル量であり，これらをそれぞれ，[S]，[T]と表すと， 
]S][c[]T[ =                                         (5.7.11) 
で関係付けられる．ここで [c] は物体に固有の弾性定数の行列であり，やはりテンソ
ル量である. 物体の中を伝わる 1 つの音波に対する K はその物体のテンソル[c]で決ま
る. それぞれのテンソルの表し方を巻末のA.4節で述べる. 均質で十分大きい多結晶ま
たは非結晶物体中の音波では断面積 S を不変とみなしてよい．このとき, 図 5.7.1 と
5.7.4 の変位を[S]で表してみれば, 縦波音波では要素S1のみ，そして横波音波ではひ
ずみの方向を y 方向として要素 S6 のみがゼロでない値を持つので, (A.4.5)式の[c]よ





















xkIxI 1i0e)( =                               (5.8.1)
xkRxR 1-i0e)( =                                             (5.8.2) 
xkTxT 2i0e)( =                                            (5.8.3)
 
と書くことが出来る. この表式では媒質 1, 2 の中を右方向に進む音波の波動ベクトル
をそれぞれ k1, k2としている．このとき反射波の波動ベクトルは - k1 である．まず，
境界 x = 0で変位は連続であるから  
000 TRI =+                                        (5.8.4) 
図5.8.1  2種類の媒質の境界面での音波の反射と透過． 
媒質1:ρ1,K1,c1 媒質2:ρ2,K2,c2





















IK                  (5.8.5) 
が成り立っている. (5.8.1),(5.8.2)および(5.8.3)式を代入するとただちに， 
0220011 )( TkKRIkK =−                             (5.8.6) 















00         , cKcK
cKcKIR +




2        , 
cKcK
cKIT +== ϕϕ                        (5.8.9) 
として，反射と透過の係数が一義的に求まる. 係数 η と ϕ はそれぞれ，光の場合の反
射と透過のフレネル係数(Fresnel coefficient)に対応している．ここで，η, ϕ のどちらも

















cn =                   (5.8.10) 






1 η  , 
n′+= 1
2 ϕ                           (5.8.11) 
である． 
実例の 1 つとして空気中を伝わってきた音波がガラスに入射するときのη とϕ を
計算してみよう．1 気圧の空気では  K ≈1 ×10−4 GPa ,  c ≈ 300 m/sec，ガラスでは








Ei + Er = Et                            (5.8.12) 
Ei − Er = nEt                                       (5.8.13) 
という境界条件が課せられる．ここで nは媒質1に対する媒質2の相対屈折率であり，
媒質 1 と媒質 2 の屈折率をそれぞれn1，n2とすると，(5.8.10)式で定義したように，n 






2      , 
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luu ω−=                                     (5.9.2) 
である．ul-1，ul および ul+1を上の運動方程式に代入し，xl − xl-1 = xl+1 − xl = aを考慮して
整理すると 
m
fak 2      ),
2













音響モードと呼んでいる．図 5.9.2 で横軸が負の領域を含めているのは，5.7 節の図
5.7.3 と同様，波動ベクトルの向きも考慮に入れたからである．横軸の値の上限と下限
を±π/a とする理由は 5.13 節で述べる．可聴音波または超音波は周波数で言えば上限は
ほぼ1 GHzである．これに対して，多くの固体物質でω0 は 1012 ~1013 sec-1 のオーダー





f   =ω                     (5.9.4) 
のように，k とともに直線的に立ち上がる.可聴音波と超音波ではこの関係がよく成り
立っている．しかし k の増加につれて勾配が抑えられて直線からはずれて行き，k = 

















何らかの波動の分散関係において，k = k1 の近傍の k = k1 −δk からk = k1 +δk の範囲で








= ω                           (5.10.1) 
である． kkk ′=− 1 と置くと，この kの範囲内の波動ベクトルを持つ平面波の集合 
∫ +− −= kk kk tkx dkkstxf   ) (i11 e)(),(
δ
δ
ω                        (5.10.2) 
は 











である．このような，個々の平面波の速度 ω/k = cpを位相速度 
といい，前節で述べた可聴音波や超音波では群速度と位相速度は互いにほとんど等しい.  






fcg =                                   (5.10.4) 
で与えられる．これより，物質中の音波の群速度は k によって大きく変わることが分か




fcg  =                                          (5.10.5) 
であるが，波長が短い極限の k ≈ π/aでは 0≈gc となる． 
図 5.10.1.に変調を受けた波の一例を示す．この例では簡単のために )(ks ′ を実数
とし，信号が s(0)=1，s(±0.5k1/8)=0.3，s(±k1/8)=0.1 という相対強度を持った 5 つの変調
波成分から成っているとして，t = 0での(5.10.3)式の実数部Re[f(x, 0)]を描いた．矩形
波のフーリエ変換(5.5.6)式から予想されたように，この信号の波束は見かけ上パルス
的な波の繰り返しとなっている．波長の短い音波の場合のように cg < cp のときは時間が
経つにつれて搬送波の方が先に進んでいく． 





f =                                        (5.10.6) 
という等式が成り立っている． 
図 5.10.1 搬送波と変調波． 
















(コヒーレンシー)という． 波のビームを構成している平面波のうちの任意の 2 つの平
面波について，可干渉性を満たすよう行程差を考慮して反射と透過の方向を描いたのが
図5.11.1の(a)と(b)である. 
図5.11.1  波の反射(a)と屈折(b)． 
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これらの図より，反射波でも透過波でも，波束は任意の 2 点間の距離と行程差が
直角 3 角形を作る方向に進むことが分かる. これはホイヘンスの原理 (Huygens’ 
principle)の帰結に他ならない. 図5.11.1(a)より反射では  
d sin i = dsinθ = c1t                                  (5.11.1) 
だから，よく知られた鏡面反射の関係式 
θ = i                                              (5.11.2) 
が得られる．また，図5.11.1(b)より透過では 









2 ==θ                                      (5.11.4) 
となる．これはスネルの法則(Snell’s law)として知られている． 
n は前節で述べた，媒質 1 に対する媒質 2 の相対屈折率である．透過波の進む角
度 θ  は入射波の角度 i と等しくならない．この現象が屈折である．n > 1 ならば屈折角
θ は入射角 i より小さいので 0° から 90° までのどのような i に対しても1つのθ が決ま
る．しかし，n < 1 の場合θ  > i である．sini = nを満たす入射角で  θ = 90oとなり，それ
















nnz −−= θλπEE                             (5.12.1) 
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で与えられる．ここでλ は真空中の光の波長であり，θ は境界面での入射角である．ま





































の直進または鏡面反射であるが， 1≥m の波ではθ ≠ iとなる．この現象を回折といい，









2dsinθ = mλ   ,   m = 1, 2, 3, .....                    (5.13.2) 
を満たすように鏡面回折がおきることをブラッグ父子(Bragg, W. H. & W. L.)が示した．
これをブラッグ反射(Bragg reflection)という．図5.13.1.(a)に示した ”すのこ” を90˚
回転してみると，これは θ = -i の後方回折に対応することが分かる．ブラッグ反射で















(5.13.2)式より明らかなように，2d より短い波長の光が必要である．結晶では d は











π 24 ±=±=∆                                                  (5.13.4) 
だけ変化する．したがって，λB と同程度の短い波長を持った平面波 kxie  の波動ベクト
ルを 




ππ     '    ≤≤−                                      (5.13.5) 
と表せば分かるように，波長の短い音波や電子波の k = ∆kの成分 kx∆ie が周期 dで配列
した原子面によってブラッグ反射を受けると，それらは結局 
k = k’                                                                    (5.13.6) 






の波と同等に振舞う． 5.9 節の音響モードの考察で格子定数がa の１次元格子の音波
の分散を –π/a ≤ k ≤ π/a の範囲に限定したのはこのような理由のためである．固体
物理学ではこの kの範囲を第１ブリルアンゾーンと呼ぶ． 
 
 
 
 
**************************************************************** 
光音響(アコーストオプティクス)デバイス  超音波を使うとブラッグ反射と
同じ原理で人工的に光の回折を起こすことができる．光の波長と同程度の波
長を持つ超音波を固体中に発射しながら光を通すと超音波の疎密波によって
光が回折されて方向を変えるからである．これをラマン-ナス回折(Raman-
Nath diffraction)またはラマン-ナス効果といい，光と音波を組み合わせる光音
響(アコーストオプティクス)デバイスに応用されている． 
**************************************************************** 
  
